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I) Équivalents, limites.

1)  On rappelle que 
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On demande de démontrer que 
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 lorsque x tend vers 0. 

2)  Déterminer la limite quand x tend vers 0 de 
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3) Déterminer un équivalent simple des expressions suivantes quand x tend vers 0 : 

a) 
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c) 
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4) Déterminer la limite quand x tend vers 
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5) Déterminer la limite quand x tend vers 
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 II) Espaces vectoriels et polynômes.

Soit 
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On admet que ce sont des sous-espaces vectoriels de K[X].

On pose 
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1) Déterminer l’ensemble 
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3) Déterminer, par la résolution d’un système de 3 équations à 5 inconnues, la forme générale des éléments de 
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 (éviter les fractions svp).

4) En déduire une base de 
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Réponse possible : 
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5) Déterminer 
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 en utilisant 4). Tracer l’allure de la courbe sur [0,1] du polynôme engendrant 
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6) Montrer que 
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 est un supplémentaire de 
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7) Quelle est, d’une façon générale, la dimension de 
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III) Espace vectoriel de suites.

Une suite 
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) est dite polynomiale, s’il existe un polynôme P de K[X] tel que pour tout naturel n , on a 
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1) Montrer l’unicité de ce polynôme P.

2) Si le polynôme P est de degré p, on dit aussi que la suite est de degré p.

Quelles sont ainsi les suites polynomiales de degré inférieur ou égal à 1 ?

3) L’ensemble des suites polynomiales de degré inférieur ou égal à p est noté 
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. On admet que 
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 est un sous-espace vectoriel de E ; déterminer sa dimension.

4) On note 
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 l’ensemble des suites de E dont les p premiers termes sont nuls (
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). On admet que 
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 est un sous-espace vectoriel de E.

On demande de démontrer que 
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 est un supplémentaire de 
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 (c’est-à-dire 
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5) Montrer plus généralement que 
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 est un supplémentaire de 
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IV) Exercice de base sur les espaces vectoriels de dimension finie.

On se donne dans E = K4 les 6 vecteurs :
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, et les sous-espaces :

F = vect(a, b, c, d), G = vect(e, f).

1) En raisonnant sur les rangs, déterminer les dimensions de F, de G et de F + G. En déduire la dimension de F
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G.

2) Déterminer des systèmes d’équations cartésiennes de F et de G.

Rappel : 
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3) En déduire des bases de F et de G, dont les vecteurs ont des coordonnées égales à 0, 1 ou –1.

4) Déterminer une base de F
[image: image45.wmf]Ç
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5) Montrer que
[image: image46.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

=

1

1

1

1

vect

H

 est un supplémentaire de F dans E.

6) Déterminer en fonction de x,y,z,t les coordonnées x’,y’,z’,t’ du projeté 
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 du  vecteur 
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  sur H parallèlement à F.

V) Problème de la fève.

Une fève circulaire de rayon r est placée dans une galette circulaire, son centre étant à une distance d du centre (r ≤ d).

1) 
a) Déterminer la probabilité p qu'un coup de couteau rectiligne passant par le centre et traversant la galette rencontre la fève. 

b) Application numérique :  r =1cm, d = 10 cm.

2) Déterminer un équivalent de p quand r tend vers 0 (d fixé).

3)
 a) Montrer que 
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quand v tend vers 0.

b) Déterminer un équivalent de 1– p quand d tend vers r (r fixé).

VI)  Localisation des racines complexes d’un polynôme.

(1ère question de ENSI 92)

Soit P =
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 un polynôme unitaire de degré n à coefficients complexes (an = 1), 

R le maximum du module de ses racines, 
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1) Montrer que si z est une racine de P, 
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, puis que 
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 ; quelle relation en déduit-on entre R et A ?

2) Application : montrer que les points-images des racines de 
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 sont toutes dans un disque de centre O et de rayon 
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3) Déterminer les racines de Q et le maximum de leur module.
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